
�������� ���	�
�� � ��������
 ��������	� ����� ������ �����


�� �� ��� �� 	
��
���������� 	
 ��������� ��������� ������� ��������� ������ ������� ��  � !���

 �����" � 
��# 
	�� $� %�����&�� $���

�������� ��� �����	�� 
������ �� ������ ��������� ���� �������� ���������� ����������� ����������
��
���� �� ������ ������������ ����� ����������� ��� ��� ����������� 
��� ���� ����� ��
� ����� ������ �� ���� 
�
��� � ����� ���� �� ��� ����������� 
������ ��� 
�����
���������� ����������� �� 
��������� �� ������ ����� �� ������� �� ��� ���
�������
������ ��� 
�������� ������ ������� ��� ��� ��� ����� �	����� ������ �� ���� �������
����� ���
� ����� �� � ����� �� ��� ��������� ������� ����� ��� ���������� 
��
��������
� �������� ������� �������� ��� ����������� �� ����������� 	���� ������ �������� �������
����� �� ���������� ����������� ��������� � ��� ����� ������� ��� �	���	��� ��������
��� �������� ��� ��������� ��� ���� ���������� ������ �� �������

�������� ����������� �������� ������� ������ ����� ����������� 
�������� ������
��������

������������ �� � ��
����� ����������� �� ������	��� �����������
�!� �" � ����������� �� ����������� ! ��� "

� � �������� ��#�
�� � �������� ��������� �� �������� ��#��
���

� �������� ��������� �� ���������� �����������
����� � ���������� ���	� �� ��� �������� ��������� �� �������� ��#��

��� ��� � ��	������� ����������� ������� �	������� �� ����� � ��� ��
������ � ������� ���
 ���� ��	��� ����� �����
��
�$�% � �������� ��#� ������	����
� � �	����� ������� 
�������� �����  ��������
�! � 
�������� �� ����� ����������� �������� �����	��
� ' � 
�������� ��� ��� �	������� ��������� �� � ����� ����� ��� '�� �������
 � ������ �����

(&� (� � ����������� ������ ����� ��� ����� ��� ����������� 
������
�� � �	����� ������

��� �� � ��������������������� ������
�$)%� �$)% � ������ ��� ����� �������� ������ �� ��� ���������� �	�����

�� � 
�������� ������ �������� � ������� ��� ������	���� ������

� � ������� ���

&������� ������	��� ����������� ��
��� � ����
������ ������	������ �� ������ ���������� ����� �����
���� �������� ��������� �� ������ '���� ���������� ��
������ �������� � ����������� ���� ���	��� �� ���
���	����� �� ��������� ������� ���������� ��� ���	�����
��� � ���	������ ��������� ����	�� �����	� �

�������
�	�� �� ��� (���)������ �������! ��� ���������������
������" ��� ��� ����������� ��������������� �������*

����� �

�������� �������� ��� ��� ��������� �� ���
����� ���������� �������� ��� ������ ����� �� ��� �����
�	���������� ��������� �� ������ ����������
+�	�� �� ��� �����	�� ������	� �� ������ ���������

����� �� �������� �������� �� ����������)����������
������������� � �	��� �� �����������,)- ��	���� ���
����������� ������ � ���������� ��� ����� ������
������� .	��������!/ ��� 0���#!!�!" ��	���� ���������
� ������������ � ���
��������� ������ �� ���� ��
��
��� � ��	�� �� ��� ���� �� 1��������!* 2��� �� �#�!,

��� 3���� �� �#�!4 ��
����� ����� ������ ������������� ��
��� ����������� �������� �� ������ ��������� ���� ���������

� ���� ������	�� 
��	��	 ��� ������� ���	� 
���� ����� ���	� �� ������� �  

!	�����	�"����5 6� 2���� 7�
������� �� '���������� (��������� ������	�
8���������� 9��:���� !///;,� �� &� <����� '�����5 ������=������	����	���



������������ ��
����#��� ��� ������ ������������ �����
��� ������������
��� ���� �������� ��
��� �� ��� ����� ��� �����������

��������� 
������� ����� ��� �������� ��� �����	�� ��
�����	� �� ��� ������ ���������� &�������� 3���� ���
2����!> �� ��
������ ��� ��������� �� � ���������� �
���������� ������������� ������	��� ������������ ����
�	���� ��� ���� � ������������� ����� ��� ������ ���
��� ��� ��� ����� ��
 ��� ����� �����������
��� ��������� �� � ���������� ��
���� �� ��� �������

���� 
������ �� ������������ +������� �� ?��� ! �� ���
������� ���������� 
������ ��� ���
������
 ����������
��������� � ������ ����� �� ��������� �����������
��������� ��� 
������� �� ���� 
�
��� � ����� ���� ��
��� ����������� 
������ ��� 
����� ���������� ������
������ ���� � 
���������
��� ��
���� ������� 
�������@���
�������� �������

��� ������ �������@���� �� �����	� ���
������ (�����
����� ����������� 	���� ���
�������� ������� �� �������
��� ����	����� � ������ ���������� �� ���� ������� ���
�
�� � ���	��� ����� ��������� �������� � ����������� 
����
�� ��
������ ���� �� ��� ���������!A

6������ 	���� ������ �������� ��� ������� �������� ��
����������� ��� � ������� ���� ��� 
������5 ��� ������
�����	� ����������� 	���� ������ ������ ������� ��� ���
������������ ������ ���� ��� �������� ����� �	����� �����
������ ��� ������ �������� ��� ���������� 
������ �� ������
������� ��� �� ����������� �� ���� ���������� ��������
���������� �� ��� ����� ��������� �� ��� ���������� 
���
����� 8���� ���� ������������ ��� �������� ������� �������� ��
���������� ����������� ���� � 
�������� �� ���� 
�
���

	��
������

� �������������� ������	������ ��
����������� �� � ���
�������� ���
 ���� � �������� �� ���� �������� �� ����� ��
������� ��� ����������� �� ��� ������	���� ������
������� �� ������ �����  �� ������	���� ����� �� ���
��������� ����	�� �� ��� �����������
��
������� �������
������

������������� ������������

��� ���� ���	��� � ������������ ���������� 
������ ��
������������ �����	�� ����� �	�	�� ����������� �������
�

��
������� �� ��� �
������ ���������� ���
� ��� ���
�	�
���� ��� ��� ��
���������5 $�% ����� ���� ��� �������

���� ����� ����������� ���� �� ����	���� �� ��� �������

������ ��� $��% ��� ��������� ����������� ����	��
#��#��� �� ������� �� � ������������� ������ ��� ����� ���

�������� �� �������� :	������� 	���� ������ ������� ��
��	�� ��� ����������� �� ��� �������� ��������� ����� ��
��� 
������� �� ��� ����� ����������� ���� ��� ������ ���
������ ��������� ����� ��� ��������� 
���� ��� ������
��
�������� ��� ��	�� ����� ������ �� ��� ����� ��
� ��
��	�� � #��#�� ����� ��� ���� ����������� ���� � ��������
������ ��� ������ �� ���� ����� ���������� ��� �����
����� �� ��� ��������� ��� ������ �������� �	���� ���
����� ���������� 
������� � ��
����������� ������	��
����� �������� �� ��� ������� �� ��� ������	���� ������
������� �� ����� �� ?��� "� ��������� �� ���	��� �� ���
���
�� ���� �� ��	�� ������ ������� �� ����� �� ����� ����
���������� ����� ���� ��������

Microcrack

Brittle matrix

s ∞

s ∞

	��� � +�������� �� �������� ������	���

����������� ��� � ����������� 
����

��� � �  � ��� �� ����

� ���� ������	�� 
��	��	 ��� ������� ���	� 
���� ����� ���	� �� �������



B��������� ������	������ 
��������� ���5

�!

�/
�
�"

�/
�
�

�/
� ��� ��

� �

����� �! ��� �" ��� ��� ������������ �� �����������
! ��� " � �� ��� �������� ��#� �� �� ��� ����� ������
���������� " ��� ��� �������� �� �� ��� �����������
���������� �� ��� ������������ ��� ������� ��� ����������
� �/ � ��

/ �
 �� ���� ��� ��
����� ����������� �� ��� ����
����� ������	��� ������������ ���� 
 $�% ���� ��� �����
��� �	������ �� ����� ������������
��� ������ ��� � ���	����� � ������	�	� ������	�

����� �� �������������!;�!- � ������� ��������� �� ���
���
���� �� ����� �� ����	��� ��� ���������� ����� 
���	��� �
��� ������������ ���� ������� ����� ����������"/ ���
����������� ��������� ��� ����� � �$)% � ��$)%� ���$)%�
����� ��� �	����
�� �� �� ���� ��� ����������� ������
0�� ��� ��
��� ��� ������� �	������ �� ����� �� <����
���� 
���������� �� ��� ����� �����"! ��� ������ ��� ������
������	����� ��� � ��
������ � ��� <������� �������
������ �� � ������� ��� ���	���� ���	���� ��� � �	���
������ � ������ ���	�� ����� �� ��� <�������

�����������

������ ����

��� ����������� �� ��� ����������� �� �������� � ��
������ ����� ������� ��5

 � ��

"���
�!�

����� �� ������� ��� ������� �� 
�������� ������ ��
��	�� �� ��� ������� �� ��� ������	���� ������ ��� ��

�� ��� �	����� ������� �� ��� ������ ������� ������������
 ��
������� ��� ����� ������ ��� �������� 
��������
������ ��� ��� ������ �� ������ ��� �	������ ����� ���
����� �������� �	���� ��� ������������ ��� ������ ���
�����  � ��� ������ ��� ������� ������ ��� ��� ������

��� ����������� 
��������� 6��� ���� 	�������������
��� ������� ��� �����	�� 
������ �� � ���	���� �� �������
���� ���
� �������� �  ���	��� 6� ������ ���� 	���� ����
���	�� �������� ������� ��� 
���� ������ ������������
�������C� ����� ���� ��� ���� ������ �� ��� ������ �����  �
6� ������ �$)% ��� �$)% �� ��� ������ ��� ����� D
��	�

�����������C4 ����������� �� ��� ���������� �	������
����� �
����� ��� ������� ���
��������� ��� � ����	�
����� � ��� ������ �	������ �� ��� 
�������� �������� ��
���� �� ��� ���������� ������ �������� ��� 
�������� ������
������	��� ���� ��� �� ���������� �� ����� �5

� �� � �
���

���

� )� ��� )� � � � )� ��) )� �� �
�) � � !� " �"�

+	����� ���� �$�% ����� ��� ����� ��� ���������� �����
���� ��� ������ ��� 
�������� ������ ������� ��� ����
����� ��� ������ �����  ������� ���� $!%� +	�� � ����
��	���� ��� ��� ������� ���� ��� ������ �	������� ����
�	������� ��� ���������

�������

�� ���� �������� �� ����	��� ��� ������ �����  ��� ���
�
����� �����5 ��������� ��� ���� ���������� ������	��
�������

�������� 
���������

<�������� ����������� ��
��� ��� ���� �������� ������	��
����� 	���� � 
�������� ���������� �������� 6����	�
���� �� ����������� ��� ��� ��� ��� ����������� �� ���
����������� ��� �������� ��� ��������� ��  	����
�����	� ������� �� ��� ������ ����� ��� ��� ���������
?��	�� * ����� ���  �	������ �� �	������� �� �" ���
� ��� ����� ���	�� �� �! �� !�/� "�/� *�/� ,�/ ��� 4�/�
E��� ����� �� ���� �	����� ������
��� �� �	���� ��
����� ���	�� �� �" �� �� ���� �������� ����  ��������� ��
�" ��������� �� �� ����������� ��� ���	� �� ������� ��
����
���� ������ �� ����� ��?�������� �������������! ����"�
����  )� �	��� ��� � �����	� �� �� $�� ����� �� ?��� ,�%�
6��� /� �� ��� ��������� �� ����������� ��� ����� ������
�������� �� � ����� �� #��� ���� �� ��� ��������� ������ �� �
���������� ��� �

���������� �

������� � ������ ��������
��� ����� �� ?��	�� ,$% ��
���� ���  )� �	���� ��� �����
�������� ��#� ����� ���������� ����������� �� ������ ��
���	���������� ������� ������� �	���� ��� ����	���	���
���������

��� 
���������

� ���� ���������� ����� �� � ��
����������� ������	���
���� ��� ���������� ������������ 6� ���� ���	������ ���
���������� ��  	���� �����	� ����������� �� ����������

qaqc

X2

X1

2a1

2a2

c

	��� � +�������� �� ��� ��
����������� ������	�������

�� � � � �
� � ���
��� �� ��
���� ��� � ������
��� ���

� ���� ������	�� 
��	��	 ��� ������� ���	� 
���� ����� ���	� �� �������



�������� �������� ��#�� ��� ������������ �� ���� ����
����������
?��	�� 4�)� ����� ��� �����	�� �� ���  � $�� � ��%

�	����� ��� ��	�� ���������� ������ �/� 	� �����	� �����
���� ��#��� ����� �/ � !�/ ��� � � /�!� /�4� !�/� !�4�
���
��������� ��� �����	�� ��
��� ��� ���������� ����� ��
 ���� ��� �������� �� �� �� ��� ���  ���	� ������ �����
����� �� �� � / ��� �� � /� ������ ��� ��������� ������	��
������ ?�� � ����� �� $�� ��%� ���  )�� $�� ��% �	��� �������
��� 
��� �� � ������� �� $�� ��% ���	� ����� ��� ��� ���� ����
�� �� $�� ��%� ��� ������ ��� ���	� �� �� $�� ��%� ��� ������ ���

��� �������� �� $�� ��%� ���� ����� ������ 
����	����
�� ��� ���� �� ������ �)� ���	��� <��
����� ��� ��	� ��
��
��� ����� ���� � ������ �)� ���	� ��������� � ������ �������  
������ ��	� � �������� ������������ ����� �� ���������� ����
��� ��������� ������	�������
?��	�� > �)� ����� ��� �����	� ��
� �� ���  � $�����%

�	����� ���� � � ! ��� � � /�4� F����	� ��
�

������
��� �� �����	� ���������� ������5 ��
 $�% �������
��� ������� ������	������ �����	� ��� ���������� �����
���� ��
 $% ��� ������	������ ����� ��� ����� �������
��� ��
 $�% ��� ������	������ ����� ��� ������ ��������
�������� ��� ���������� ��  ���� ��� ���������� ���
��
��� ����� ���� ���� ��� �����	�  ���	� �� � ������� ���

������� ��� �����	�  ���	� �� ��� 
�����	� ���
�� ?��
��� ���� �� ��	�� ���������� ������ ��� �������� ��#�� ���
����������� ��������� � ��� ����� ������� ���� ��������
��� ���� �� ��� ����� �����
���
?��	�� A�)� ����� ���  �	������ ���� ���
��� �� � ���

�� ��� ����� ���	� �� �� � / ��� � � !�/� F����	� �	������
������
��� �� �����	� ���������� ������� �� ��� ����
����� �� ��
������ ������ E��� ����� �� ���� �	�����
������
��� �� �	���� ��� ����� ���	�� �� � �� ��� �����
�	������ �������� ����  ��������� �� � ��������� ��� �����
������ �������� ���� � ����� �� #���� 0� ��� ����� �����
 ��������� �� ��� ����	�� ���	� �� �� ��������� ���

5 4
3

a
2

a
2

a
2

a
2

a
2

2
1 1.0

0.8
0.6

cc

c

c

c

0.4
0.2

0
100
200
300

400
500

600

700

800

5 4
3

2
1 1.0

0.8
0.6

0.4
0.2

0
100
200
300
400

500

600

700

800

E
ne

rg
y 

ra
ti
o 

R
E

ne
rg

y 
ra

ti
o 

R

a1 = 1.0 a1 = 2.0

a1 = 3.0

a1 = 5.0

a1 = 4.0

5 4
3

2
1 1.0

0.8
0.6

0.4
0.2

0
100
200
300
400

500

600

700

800

5 4
3

2
1 1.0

0.8
0.6

0.4
0.2

0
100
200
300
400
500

600

700

800

5 4
3

3
1 1.0

0.8
0.6

0.4
0.2

0
100
200
300
400
500

600

700

800

E
ne

rg
y 

ra
ti
o 

R
E

ne
rg

y 
ra

ti
o 

R

E
ne

rg
y 

ra
ti
o 

R

	��� �  � ��"� �� �	������ 	���� �����	� �!

���	���

�� � �  � ��� �� ����

� ���� ������	�� 
��	��	 ��� ������� ���	� 
���� ����� ���	� �� �������



������ ������� ��� �����	� �� �� � /� ����� ������� ���
 � $����% �	����� � ���
� �� � ������������ <��
�����
�����	� ���������� ������� ��� ����� ���� ���  ����� ���
������� �� ��� ����� ������� ���
 � ���
� ����� ���
��
���� � ��
������ �� ��� ���� ������� ��� ��� ��������
����������������� �����	�� ���������

� ������ ���

�� ���� �������� �� ����� �	� ��� 
�������� �������� ��
��� �������� ����������������� �����	��� F��������� �� ���

�������� ��� ���������� �������� ��� ���������� ��� ����
�	����� ��� ��� ��� ����� �� ��������� ��� ���� ������������
��� �������� ������� ���
� ��� ���������� 	���� �����	� �����
���� ��#�� ��� ���������������������� ������	������

�������� 
�������� ������������

&����� ���� ���������� ����������� ���	�� 	���� ������
������������ ������������ ��� ����� �������� ��#� ������
��� �� ��� �� �� �������� �� 	�� �� ���� ������  ��������� ��
� ��������� $�� ����� �� ?��� ,%�
<������� ��� ���� ����� ��� ����������� ���� ��� ����

����������� �� �/ � !�/ ��� ��� ��
������ � ���������
����� ��#�� ��� �������� � � ������ ������	���� �$�%�
?�� �	�������� ������� ���
�� ��� ���������� ��  ����
���
��� �� �������� ��#� � ��� � ���� �� ��� �����	� �	����
�� ?��� ;� ��� ��
 ���
� 
���� ������ ������ ��� ��� �������
������	������ $ /$�% �	���%� ����� ��� ����� ������� $ !$�%
�	���% ��� ����� ��� ������ ������� $ "$�% �	���%� ��� ��

12

12

16

1619

19 19

19

23

23
23

23

26

26
30

33

37

3.9

3.9

4.8

4.8

5.7

5.7

6.6

6.6

7.5

7.5

7.5

7.5

8.4

8.4

9.3 10

11

2.6

2.6

3.4

3.4

4.2

4.2

5.0

5.0

5.8

5.8
6.6

7.4

1.6

1.6

2.1

2.1

2.6

2.6

3.2 3.2

3.8

3.8

4.3

4.3

4.8

4.8
5.4

6.0

−80 −60 −40 −20 0
qc

20 40 60 80 −80 −60 −40 −20 0
qc

20 40 60 80

−80 −60 −40 −20 0
qc

qa

20 40 60 80 −80 −60 −40 −20 0
qc

20 40 60 80
−60

−40

−20

0

20

40

60

qa

−60

−40

−20

0

20

40

60

qa

−60

−40

−20

0

20

40

60

qc

−60

−40

−20

0

20

40

60

(a) c = 0.1 (b) c = 0.5

(c) c = 1.0 (d) c = 1.5
	��� � <����	�� ��  � ���� ��� �	����� ����

�/ � !�/�

0 10 20 30

Ligament size c

40 50
0

50

100

150

200

250

300

E
ne

rg
et

ic
 d

om
in

an
t 

fa
ct

or
 R

a1 = 1

a2 = 1 Rmin= 16.9 at c* = 3.4

a2 = 2 Rmin = 14.2 at c* = 5.0

a2 = 3 Rmin = 11.5 at c* = 6.6

a2 = 4 Rmin = 8.7 at c* = 8.1

a2 = 5 Rmin = 5.8 at c* = 9.5

(a)

0.0 0.2 0.4 0.6

Ligament size c

0.8 1.0
0

200

400

600

800

E
ne

rg
et

ic
 d

om
in

an
t 

fa
ct

or
 R

a2 = 5.0

a2 = 4.0

a2 = 3.0

a2 = 2.0

a2 = 1.0

a1 = 1.0

(b)

	���   � � �	����5 $�% ��� ����� � ����� $% ����� #�����	� ���

����� ��

�� � � � �
� � ���
��� �� ��
���� ��� � ������
��� ���

� ���� ������	�� 
��	��	 ��� ������� ���	� 
���� ����� ���	� �� �������



��� ����� �	���� ��� ���� �� � ������� ����	������ ��
����� �� ������� ���������� �� ������ "�/ ��� � ���������
����� �� ������ $"� "%�/� �/� ��
������ � � �������� ��
�� ��� ����� ���
� ��
���� �$�% ���� ���	��� � ������
������	���� ���� �� ��
����� ���	� �� �/�
?�� � ����� �������� ��#� �� ��� ��� ���� �� ������ �����
 $�% ��� � ����� ���� ��� ���������  ������ 7������� �
��� ���� ������ ������ � �������� �������� ��#� � �  �!

/

$ $�%% ��� � �������� �� ���
������� ��
����� �� ?��� ;�
?�� ��� ������	���� ����������� �� ������� �����������
�/� ������� ������ ���� �� ��
������ �� ����� �������� ��
������ ���� �� <������� ��� 
������ �������� ��#� � ���

��
������ �� ��������� ����� ��#�� ��� ������ ���� � ��

� �

� �� �
� ��� ����

�� ��������� � ��� ������ ���� �� ��� ����� ���
� ��
?��� ;� 9� ��� ������ ����	���� �� �������� ��#� �� ���
��������� ������ ��� ���	� ��

� �

� �� �
� ��� ����

���� ����� ��� 
�������� �� ��� ��������� ����� $����� 
��������% ��� �	����� ��������� ������ � �������� �� ��#� ��
	���� ��� ���� ������� ����� ������� ��  $�%� ���
����������� �� ���� �	������ ���� ���
��� �� �� ��������
� ��� ���������� ������� �$�%� �������� ��� �	����� �����
��� 
�������� ��� � ����� ���� ��� ���������  ����5

� �
� �

/
� �� �

� �

� �� �
� ��� ������ �*�

?�� � ��������� ����� ����� ��� '�� �������� ��� 
������
��� ��� ���� ����� �� ����� � ����� ����� $	���� ��� ����
������� ����% �� ����	����� � ��� �	���
�������� �� �	�����
������� 
�������� � ��5

�' �
�������

�'
� �,�

����� ������ ������� ��� �	��� �� �������� �� ���� �
����� ������ ���������� � ��� ������ ������� ��� ���
������ �����	�� ��	�������
��� �����
� �� ��� �������� ������� �� ������������� ���

�������� ����������� ��� �������� ��� ����������� ��
����������� �� ���� �� � ��������� � ��� ���������
����� �� ��� �	������� ���������� ������ ���� ��� ������� ��
����� ������������ ����� �� ��� ��������� �� � ����� ������
������������ ��� ����������5

3.9

3.9

4.8

4.8

5.7

5.7

6.6

6.6

7.5

7.5

7.5

7.5

8.4

8.4

9.3 10

11

−80 −60 −40 −20 0
qc

20 40 60 80

qa

−60

−40

−20

0

20

40

60

(a)  Initial configuration

19

1921

21 21

21
22

22

24

24

26

27

29

−80 −60 −40 −20 0
qc

20 40 60 80

qa

−60

−40

−20

0

20

40

60

(b)  After the first linkage

34

34

36

3638

38 38

3840

40 40

40

42

42

44

44

46

4850

−80 −60 −40 −20 0
qc

20 40 60 80

qa

−60

−40

−20

0

20

40

60

(c)  After the second linkage
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(a) P−s curves under microcrack various-orientation distribution
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